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Contexte général.

Observation :
Série temporelle multivariable (yn)n=1,...,N avec dim(yn) = M.

Faire de l’inférence statistique (détection, estimation,...) à partir
de l’observation quand M et N sont grands et comparables.

Contexte souvent pertinent dans le cas d’observations de
grandes dimensions (grands réseaux de capteurs, ,....)

Contexte modélisé par le régime asymptotique :

M → +∞, N → +∞, M
N → c, avec 0 < c < +∞ qui fait

apparaı̂tre naturellement la ”grande” matrice aléatoire M × N
Y = (y1, . . . , yN).

Difficultés nouvelles et moins d’outils génériques que dans le
cas où N → +∞ et M fixe.



Historique de la problématique.

Grandes matrices aléatoires et physique statistique :
depuis 1950

Grandes matrices aléatoires et probabilités : depuis 1990

Grandes matrices aléatoires et statistiques : depuis 2005

Grandes matrices aléatoires et traitement statistique du
signal : depuis 2008



Localisation de sources bande étroite par un grand
réseau de capteurs.

Observation Channel Source signals Noise


y1 · · · yN



 =



a1 · · · aK









s1

· · ·
sK



 +



v1 · · · vN





Y = A S + V

M × N M × K K × N M × N

◮ K < M < N, A et S matrices déterministes non
observables.

◮ V matrice à éléments i.i.d. Nc(0, σ2)

◮ Y modèle ”Information plus Bruit”



La ”méthode sous-espace”.

Y = AS + V

◮ A = (a(θ1), . . . , a(θK))

◮ La fonction θ → a(θ) connue

Estimer les paramètres θ1, . . . , θK

Π projecteur sur l’orthogonal de l’espace image de A

Principe de base de l’approche sous-espace.

a(θ)∗Πa(θ) = 0 ssi θ ∈ {θ1, . . . , θK}

Estimer Π par Π̂ et minimiser θ → |a(θ)∗Π̂a(θ)|.
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Les problèmes en grande dimension.

Si N → +∞ et M reste fixe

∥

∥

∥

∥

YY∗

N
−

(

A
SS∗

N
A∗ + σ2I

)∥

∥

∥

∥

→ 0

Π̂t = projecteur sur l’espace propre associé aux M − K plus
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Travaux préalables de X. Mestre (2008) dans le cas de sources
i.i.d. gaussiennes.



Les grandes étapes.

◮ Il est nécessaire que les K plus grandes valeurs propres de
YY∗

N et les M − K plus petites se trouvent dans des
intervalles bien séparés : à quelles conditions ?

◮ Dans ce cas, combiner les espaces propres correspondants
pour estimer de façon consistante θ → a(θ)∗Πa(θ)

Nécessité d’améliorer des résultats existant concernant le
modèle ”Information plus Bruit”, peu étudié auparavant.

Les cas K << N et K et N du même ordre de grandeur ne
présentent pas les mêmes difficultés.



Localisation des valeurs propres : illustration.

K = M/2, σ2 = 2, λk

(

A SS∗
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Valeurs propres de YY∗

N :

◮ K = M/2 valeurs propres très proches de 2

◮ M − K = M/2 valeurs propres très proches de 5+2=7
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Localisation des valeurs propres : illustration.
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Localisation des valeurs propres : illustration.

K = M/2, σ2 = 2, λk

(

A SS∗

N A∗

)

= 5 pour k = 1, . . . , M/2.

Si M
N

= 0.5



Exemple de résultats.

K = 2, SS∗

N
→ I2, antenne linéaire à capteurs équidistants.

Difficulté dépend de |θ2 − θ1|

|θ2 − θ1| >> 1
M

Si SNR >

√

M
N , l’approche traditionnelle fonctionne, et a les

mêmes performances que les techniques adaptées aux grandes
dimensions.

(θ2 − θ1) ≃
α
M

Si SNR(1 −
∣

∣

sin α
α

)
∣

∣) >

√

M
N :

◮ θ̂i,t − θi = O( 1
N )

◮ θ̂i − θi = O( 1
N3/2 )



Travaux futurs (ANR DIONISOS).

Problèmes mettant en jeu des signaux large bande.

Observations générées par yn =
∑P−1

p=0 apsn−p + vn

Usuel d’introduire, pour L bien choisi, la matrice ML × N Y
(L)

N
definie

YL
N =















y1 y2 . . . yN

y2 y3 . . . yN+1

y3 . . . . . . yN+2
...

...
...

...
yL yL+1 . . . yN+L−1















Propriétés asymptotiques des éléments propres de
YL

NYL∗
N

N



Travaux futurs (ANR DIONISOS).

Matrices de covariances empiriques associées à des
moments d’ordre 4 (avec L. Pastur)
1
N

∑N
n=1 (yn ⊗ yn) (yn ⊗ yn)

∗

◮ M et N comparables : El-Karoui (2008)

◮ M2 et N comparables : plus intéressant.

Participation au développement d’outils génériques
utiles.

◮ Etude des fluctuations de fonctionnelles des valeurs
propres / vecteurs propres.

◮ Grandes déviations pour les grandes matrices aléatoires.
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Illustrations.
K = 2, M = 20, N = 40, θ2 − θ1 = π

4 .
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K = 2, M = 40, N = 80, θ2 − θ1 = π
2M .
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Exemple classique de difficulté : estimation de la
matrice de covariance de l’observation.

(yn)n=1,...,N i.i.d, estimer R = E(yny∗

n).

Matrice de covariance empirique R̂N = 1
N

∑N
n=1 yny∗

n = YY∗

N

◮ Si N → +∞ et M fixe, ‖R − R̂N‖ → 0

◮ Si M → +∞, N → +∞, M
N → c, propriété inexacte, difficile

d’estimer R sans information a priori (parcimonie, matrice
structurée,...)

◮ M → +∞, N → +∞, M
N → c et R = I, les valeurs propres de

R̂N ne se concentrent pas autour de 1.



R = I, histogramme des valeurs propres de R̂N pour

M = 256, M
N = 1

4 .

−0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

2

4

6

8

10

12

◮ La distribution empirique des valeurs propres de R̂N converge vers la
distribution de Marcenko-Pastur (en rouge) portée par l’intervalle

[(1 −

q

M
N

)2,(1 +

q

M
N

)2)].

◮ Les valeurs propres de R̂N restent au voisinage de [(1 −

q

M
N

)2,(1 +

q

M
N

)2)]


